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Geometria sobre la superficie esférica.
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Geometria sobre la superficie esférica.

Diedros y Triedros

Se llama diedro, a la regidn del espacio comprendido entre dos semiplanos a y b limitados
por una recta comun AB (fig. 1.1-a).

Los semiplanos a y b que lo forman se llaman caras del diedro, y la recta comdn AB arista.

Se llama angulo correspondiente a un diedro, al angulo formado por dos perpendiculares a la
arista en un mismo punto y una en cada cara. Asi, si EF y HE son perpendiculares a la arista
AB, el angulo FEH es el angulo del diedro.

B

_ Fig.1.1-c
Fig. 1.1- a Fig.1.1-b

Tres semirrectas en el espacio no situadas en el mismo plano, y con origen comun en un punto
V, constituyen un triedro (fig. 1.1-b).

El punto V y las semirrectas se llaman, respectivamente, vértice y aristas del triedro.

Los angulos que determinan cada dos aristas consecutivas se llaman lados o caras del triedro,
su medida es siempre menor que 180°, y se designan con las letras a, b y c.

Cada semirrecta determina dos semiplanos que contienen respectivamente a las otras dos. Los
diedros asi definidos se llaman &ngulos del triedro, su medida es siempre menor que 180°, y
se designan mediante las letras A, B y C. (Se designa por A el diedro cuya arista contiene a la
semirrecta que no esté en el plano de la cara a, y andlogo para B 'y C).

Los lados a, b y c se llaman, respectivamente, opuestos a los angulos A, By C, y
reciprocamente.
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Geometria sobre la superficie esférica.

Cortando el triedro VABC de la figura 1.1-b por la arista VA se puede colocar las tres caras
sobre un plano, como se expresa en la figura 1.1-c. Asi se obtiene el llamado desarrollo del
triedro, que se compone de tres angulos consecutivos.

Triedros simétricos son los formados por semirrectas opuestas. Por consiguiente, sus caras
son angulos opuestos por el vértice, y sus diedros son opuestos por la arista. Por lo tanto, en
dos triedros simétricos los elementos homdélogos son iguales, pero el orden de sucesion de
estos elementos es inverso, por lo que, en general, dos triedros simétricos no son
superponibles.

Propiedades

Los lados y los angulos de un triedro cumplen las propiedades siguientes:

1. En todo triedro, una cara es menor que la suma de las otras dos y mayor
que su diferencia.

b-c<a<b+c

2. En todo triedro, a mayor angulo diedro se opone mayor cara, Yy
reciprocamente.
A>Bsa>b

3. La suma de las caras de un triedro es menor que cuatro angulos rectos.
a+b+c<360°
4. La suma de los tres angulos diedros de un triedro estd comprendida entre

dos y seis angulos rectos.
180°< A+ B+ C < 540°
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Geometria sobre la superficie esférica.

Definiciones

Una Circunferencia maxima, o ciclo, sobre una esfera, es el perimetro de
la seccién producida por la interseccién de la esfera con un plano que pasa
por el centro de la esfera; por tanto, su radio sera el de la esfera.

Una Circunferencia menor es el perimetro de la seccién producida por la
interseccion de la esfera con un plano que no pase por su centro.

Circunferencia
maxima

Fig. 1.2.a

Puesto que por tres puntos no alineados pasa un plano y sélo uno; dados dos puntos
Ay B de la esfera, no diametralmente opuestos, siempre existe un plano y sélo uno,
cuya interseccion con la esfera define el ciclo AB.

La distancia esférica entre dos puntos A y B de una superficie esférica es la
longitud del menor arco de ciclo comprendido entre los dos puntos Ay B.
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Geometria sobre la superficie esférica.
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La medida de la distancia AB es la del &ngulo plano AOB.
Dos ciclos siempre se cortan en dos puntos P y P” diametralmente opuestos.

Se llama angulo esférico a entre dos ciclos al &ngulo formado por las dos tangentes
a las semicircunferencias en uno de sus puntos de contacto. Puesto que dichas
tangentes son perpendiculares al diametro PP’, el angulo esférico o es el
correspondiente al diedro formado por los planos de los dos ciclos y su medida es la
misma que la del arco AC.

Se Ilaman polos de un ciclo a los extremos del diametro perpendicular a su plano,
trazado por el centro de la esfera. Asi, en la figura 1.2-b, P y P” son los polos del
ciclo AC. Todo ciclo posee dos polos. Dos ciclos son perpendiculares si el angulo
esférico formado por ambos es recto.

La condicion necesaria y suficiente para que dos ciclos sean perpendiculares
es que uno de ellos pase por los polos del otro, en cuyo caso éste pasa por
los polos de aquel.

Triangulos esféricos

Un triangulo esférico es la region de superficie esférica limitada por tres
arcos de circunferencia maxima que se cortan dos a dos. Los arcos son los
lados del triangulo esférico, y los vértices de los tres angulos esféricos son
los vertices del triangulo esférico. (fig. 1.3).

Cuando se unen los vértices de un tridngulo esférico con el centro de la esfera, se obtiene un
triedro. Podemos, entonces, dar otra definicion de tridngulo esférico: Es la interseccion de la
esfera con las tres caras del triedro.

Fig. 1.3
U. D. de Mateméticas. ETSI en Topografia, Ggeodesia y Cartografia 9



Geometria sobre la superficie esférica.

Los tres arcos AB, BC y CA del triangulo ABC llamados lados del tridangulo se designan
por c, a, y b, respectivamente; su medida, es por tanto la de los angulos de las caras del
triedro.

Los tres puntos A, B, y C de interseccion de las aristas del triedro con la esfera son los
vertices o angulos del triangulo esférico y su medida es la misma que la de los diedros del
triedro, OA, OB, y OC.

Segun esto, a cada propiedad de los angulos triedros corresponde una propiedad analoga de
los triangulos esféricos, y reciprocamente. Es evidente que los angulos de las caras y los
angulos diedros de un angulo triedro no se alteran en magnitud variando el radio de la esfera;
por tanto, las relaciones entre los lados y los angulos de un triangulo esférico son
independientes de la longitud del radio.

Los lados de un triangulo esférico, siendo arcos, son expresados normalmente en unidades
angulares, grados o radianes. Si se desea conocer la dimension lineal de un lado, sera
necesario saber el radio de la esfera correspondiente al triangulo. En la practica la longitud de
un lado (arco) puede hallarse en funcién de cualquier unidad lineal, por medio de la siguiente
analogia:

Longitud del ciclo _ 360° _2nr
Longitud delarco gradosdelarco ¢

U. D. de Matematicas. ETSI en Topografia, Geodesia y Cartografia



Geometria sobre la superficie esférica.

Propiedades de los triangulos esféricos
12 Cualquier lado de un triangulo esférico es menor que una
semicircunferencia a <180°.

2% Cada lado del tridngulo esférico es menor que la suma de los otros dos y
mayor que el modulo de su diferencia.

a—b/<c<a+b.

3% La suma de los lados de un triangulo esférico es menor que cuatro
rectos.

a+b+c<360°,

(Estas propiedades se derivan de las correspondientes propiedades referentes a los angulos de
las caras de un angulo triedro.)

La expresion 360°—(a + b +c) se llama defecto esférico

4% En un triangulo, esférico a mayor lado se opone mayor angulo. Y
reciprocamente.
a>b<A>B

5% En un triangulo esferico, a lados iguales se oponen angulos iguales. Y
reciprocamente.
a=b<s A=B

6% La suma de los angulos de un triangulo esférico es mayor que dos rectos
y menor que seis rectos.
180°< A + B + C < 540°

Una demostracion de esta propiedad se realiza en el problema (1) ya que requiere el uso del
triangulo polar que estudiamos mas adelante.

La expresion A + B+ C —180° se llama exceso esférico y la representamos por «.

U. D. de Matematicas. ETSI en Topografia, Geodesia y Cartografia 11



Geometria sobre la superficie esférica.

Clasificacion de los triangulos esféricos
Teniendo en cuenta las propiedades de los tridngulos esféricos, estos pueden tener mas de un
lado y un angulo recto. Segun esto, se clasifican en:

Un triangulo esférico se llama isdsceles si tiene dos lados iguales.

Un triangulo esférico se llama equilatero si tiene los tres lados iguales.

Un triangulo esférico se llama rectangulo si tiene un angulo recto.

Un triangulo esférico se llama rectilatero si tiene un lado recto.

Un triangulo esférico se llama birrectangulo si tiene dos angulos rectos.

Un triangulo esférico se llama birrectilatero si tiene dos lados rectos.

Triangulos esféricos polares

Dado un triangulo ABC de lados a, b, ¢ se denomina tridngulo polar a
aquel cuyos lados a,, by, ¢, son suplementarios de los vértices A, B, C del
triangulo dado, y los vértices Ap, Bp, y Cp son suplementarios de los lados
a, b, c; es decir:

A, =180"-a ; B, =180"-b; C, =180" —c
a, =180°-A ;b =180"-B; c, =180°-C

U. D. de Matemaéticas. ETSI en Topografia, Geodesia y Cartografia



=) Geometria sobre la superficie esférica.

Para representar el tridngulo polar A,B,C,, del tridngulo ABC, hallamos el polo C, del lado ¢
mas proximo al vértice C. Del mismo modo determinamos el polo B, del lado b y el polo A,
del lado a.

Triangulos esféricos adyacentes y simétricos
Ya que un triedro tiene tres caras, los planos de las mismas dividen a la superficie esférica en
ocho tridngulos esféricos, cuya denominacion es la siguiente:
Dos triangulos esféricos son adyacentes si tienen un lado comun.
En la figura el triangulo A’BC es adyacente al tridangulo ABC; el lado BC es comun a ambos.
Dos triangulos esféricos se llaman simétricos si los vértices de uno de ellos

son diametralmente opuestos a los vértices del otro.

En la figura los tridangulos ABC y A'B’C” son simétricos.

Es claro que, dos tridngulos simétricos tienen todos sus elementos iguales, pero situados en
orden inverso, por tanto no son en general superponibles, a pesar de tener la misma area.

2

U. D. de Matematicas. ETSI en Topografia, Geodesia y Cartografia 13



=) Geometria sobre la superficie esférica.

Superficie de un triangulo esféerico

Se observa en la figura anterior que los tridangulos ABC, BCA', ACB', y CA'B' constituyen la
mitad de la superficie esférica, por tanto, si S, S', S" y S" son respectivamente las superficies
de los triangulos anteriores, S+S'+8"+S"” =2r’n, sumando 2S en la igualdad anterior se
tiene:

(S+S)+(S+S")+(S+S") = 2r’m + 28

cada uno de los paréntesis del primer sumando de la ecuacion anterior es la superficie de un

huso esférico, asi:
r’n
S+S' es la superficie del huso de dngulo o cuya area es %a.

De la misma manera
2
S+S" es la superficie del huso de angulo 3 con area ;(:B

2
S+S" la del huso de angulo y con éarea ;TTY ,

por tanto,

2 2 2
LML ILY: S NCLOVI, PEPRIE T
90° 90° 90°
y despejando S

I'zTC

S=——(a+B+y-180°
1g0- @Y )

Si los 4ngulos se expresan en radianes y debido a que 18 =1 radian, S=r’¢’, siendo & el

o

exceso esférico.
Superficie de un poligono esferico

Se llama poligono esférico a la porcion de superficie esférica limitada por
una poligonal cerrada, cuyos lados son arcos de circunferencia maxima.

U. D. de Matemaéticas. ETSI en Topografia, Geodesia y Cartografia
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A Geometria sobre la superficie esférica.

El area de un poligono esférico situado sobre una esfera de radio r, con n lados y de vértices
A1, Ay, .....Aq , viene dada por:

1'27'C

S = A +A,+...+A —(n-2)180°
1800( 1 2 n ( ) )

0 bien, expresando los dngulos en radianes,
S=r?(A", +A', +..+ A', —(n-2)n).
En efecto:

Sea el cuadrilatero esférico ABCD cuya area queremos determinar. Tracemos el arco de ciclo

AC que lo divide en dos tridngulos esféricos.
El area pedida vale:

r’n r’n r’n
S = I1+86+11-180°)+ I'+p+1I'-180°) = a+PB+y+0-2-180°
180o( ) 180"( B ) 18Oo( B+y )

Si el poligono tiene n lados, se puede descomponer en n-2 tridngulos esféricos siendo por
tanto el area del poligono:

2
szlrg(’; (A, +A, +..+A, —(n-2)-180°)

Si los angulos se expresan en radianes, se tiene

S=r*(A", +A', +...+ A", —(n-2)n)

U. D. de Matematicas. ETSI en Topografia, Geodesia y Cartografia 15



Geometria sobre la superficie esférica.
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Problema 1.

La suma de los dngulos de un tridngulo esférico es mayor que 180° y menor que 540°.
Sea ABC un triangulo esférico y sea A,B,C, su triangulo polar.

A+ap :B+bp =C+Cp =180°

de donde,
A+B+C+ap +bp +c, = 540°
Ahora bien,
a|p+bp+cp >0° = A+B+C<540°
y
a +bp +c, <360° = A+B+C>180°
Problema 2.

Hallar el 4rea de un cuadrilatero, sobre una esfera de 1.2 metros de radio, sabiendo que

todos sus angulos son 100°.

I’ZTI:

180°

S =

(400° —2~180°j —1.00531 m>

Ejercicios propuestos.

1.- ;Cual es, sobre una esfera cuya superficie es 4 cm?2, la superficie del tridngulo esférico

cuyos angulos miden 60°, 108° y 125°?

Solucion.  S¢=0.6277 cm?

U. D. de Matemaéticas. ETSI en Topografia, Geodesia y Cartografia



Geometria sobre la superficie esférica.
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2.- Hallar el area del triangulo esférico y el volumen de la pirdmide esférica que determina
en una esfera de 6 cm de radio, un triedro equilatero cuyos diedros miden 100° y cuyo
vértice es el centro de dicha esfera.

Solucién. S =75.3982 cm2; V =150.796447 cm3

3.- Hallar el area del pentagono esférico cuyos angulos miden:
87°16"; 108°347; 126°23"; 150°; 156°48" en una esfera de radio 16 dm.

Solucion. S =397.7302 dm?2

U. D. de Matematicas. ETSI en Topografia, Geodesia y Cartografia 17
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Relaciones entre los lados y los angulos de un triangulo esférico. ;-;,fb
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Teorema del seno (Primer grupo de formulas de Bessel)

En un triangulo esférico, los senos de los lados son proporcionales a los
senos de los angulos opuestos.

Sea el triangulo esférico ABC definido sobre una esfera de radio r. El arco de ciclo
perpendicular al arco AB y que pasa por C se llama altura esférica CH del triangulo y
se designa por h.

Proyectamos el vértice C sobre el plano OAB en P, y P sobre la recta OA en N. Se obtiene
asi el triangulo 111 de la figura, este tridangulo esta en un plano perpendicular a OA, por
contener dos perpendiculares a la recta OA, por tanto la recta CN también es perpendicular
a OA.

De manera analoga en el triangulo Il la recta CM es perpendicular a la recta OB.
Obtenemaos asi dos nuevos triangulos rectangulos el IV y V.

C C
C
a I [
r
& A\
b b P M N P
P r r
N \
c 0 M O N
| A H v V

Por tanto, de los tridngulos 11 y 111 se tiene:

senB = i — CP =CMsenB
CM

senA _CcP — CP =CNsenA
CN

Igualando ambas ecuaciones

U. D. de Matematicas. ETSI en Topografia, Geodesia y Cartografia



Relaciones entre los lados y los angulos de un triangulo esférico.

CM -senB =CN -senA *)

De los tridngulos IV y V se obtiene:

senazmzcﬂ:r-sena
r

senb :%:CW =r-senb
r
sustituyendo CM y CN en la ecuacion (*), se sigue

r-sena-senB =r-senb-senA

simplificando por r =0,

sena _ senb
senA senB
- . .. senb senc
Trazando la altura esférica hy sobre el lado a, se probaria la relacion B senC’ y por
senB  sen

tanto:

sena senb senc
senA senB senC

Esta relacion permite calcular un lado o un angulo, conocido su angulo o lado opuesto, y
otro par de elementos opuestos. La dificultad estriba en calcular el tercer &ngulo pues aqui
no hay relacion constante entre los angulos de un triangulo. Hay que buscar una nueva
férmula que ligue elementos no opuestos.

Teorema del coseno (Segundo grupo de formulas de Bessel)

En todo triangulo esférico, el coseno de un lado es igual al producto de
los cosenos de los otros dos lados, mas el producto de los senos de dichos
lados por el coseno del angulo comprendido.

De los triangulos IV y V de la figura anterior

U. D. de Matematicas. ETSI en Topografia, Geodesia y Cartografia



gm Relaciones entre los lados y los angulos de un triangulo esférico.

OM=rcosa ON=rcosh

CM=rsena CN =rsenb PM = rsenacosB
PM =CMcosB {PN:rsenbcosA
PN :CNcosA}

Si expresamos que la proyeccion de la resultante OC de la poligonal ONPM, sobre OB, es
igual a la suma de las proyecciones de las componentes ON, NP, y PM, sobre la misma
recta.

Proy,,(OC)=OM =rcosa

Proy,,;(ON) =0G = ONcosc = rcoshcosc

Proy,, (NP) = GM = JP = NP cos(90°-c) = NP senc =r senbcos A senc
Proy,,(PM)=0

Por tanto:

U. D. de Matematicas. ETSI en Topografia, Geodesia y Cartografia



Relaciones entre los lados y los angulos de un triangulo esférico.

rcosa =rcosbhcosc+rsenbsenccosA
y simplificando por r = 0, obtenemos
cosa = coshcosc + senb senccos A
Anéalogamente para los cosenos de los lados b y c.
Por tanto el segundo grupo de férmulas de Bessel, que permiten calcular los angulos

conocidos los tres lados, o bien, un lado conocidos los otros dos y el angulo comprendido,
es:

cosa =cosh-cosc +senb-senc-cos A
cosb =cosa-cosc + sena-senc-cosB
cosc =cosa-cosh+sena-senb-cosC

Teorema de la cotangente. (Tercer grupo de formulas de Bessel)

Por el teorema del coseno y del seno se tiene:

cosa = cosbcosc +senb senccos A
Cosc = cosacosh +senasenbcosC

sena
senc = ——senC
senA
sustituyendo cosc y senc en la primera formula obtenemos
cosa = cosb(cosa cos b + sena senb cos C H+senb sena senC cot A =
= cosa—cosacos’ b = senasenbcosbcosC + sena senb senC cot A

pero

cosa(l—cos® b) = cosasen’b

U. D. de Matematicas. ETSI en Topografia, Geodesia y Cartografia



Relaciones entre los lados y los angulos de un triangulo esférico.
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por tanto,
cosa sen?b = sena senb cos b cos C + sena senb senC cot A

y dividiendo en ambos miembros por sena senb, se tiene:

cot a senb=cosbcosC+senC cot A

De forma analoga y por permutacion,

cot a senb=cosb cos C+ senC cot A
cota senc=cosc cos B+ senB cot A
cotb sena=cosacosC+ senC cot B
cotb senc=cosc cos A+ senAcot B
cotc sena=cosacos B+senBcotC
cot ¢ senb=cosbcos A+ senAcotC

Teorema del coseno para los angulos (Cuarto grupo de formulas de Bessel)

Aplicando el segundo grupo de formulas al triangulo polar del ABC, se tendra:

cosa, = Cos bp cosc, +senbpsencp cosAp

por tanto

cos(180° — A) = cos (180° — B) cos (180° — C) + sen(180°—B)sen(180°—C)cos(180°-a) =>

—Cc0sA =cosBcosC +senBsenC (—cosa)

obteniéndose las formulas que relacionan tres angulos y un lado:

cos A=-cosBcosC +senB senC cosa
cos B = —cos AcosC + senAsenC cosh
cosC =—-cos Acos B + senAsenBcosc

U. D. de Matematicas. ETSI en Topografia, Geodesia y Cartografia



Relaciones entre los lados y los angulos de un triangulo esférico.

Funciones de los angulos mitad.

Por trigonometria plana sabemos que cos® % = ;(1+ cosa) VaeR, [*]

cosa—coshcosc
senb senc

y del segundo grupo de férmulas de Bessel cosA =

sustituyendo cosA en la ecuacion [*], se tiene

—cos(b+c)
A1 1., c0sa —coshcosc) _ 1| cosa +senbsenc —cosbcosc
senb senc 2 senb senc

sen a+b+csen b+c-a
_1(cosa—cos(b+c)) 2 2
senb senc senb senc

2
Llamando p al semiperimetro, se tiene:
a+b+c=2p=b+c-a=2(p-a)
y sustituyendo resulta

2 A _senpsen(p—a)
2 senb senc

COos

Por consiguiente,

cos P — \/senp sen(p—a)
2 senb senc

, . . 1 i
Anélogamente, si partimos de sen’ % =~ (1-cosa), se obtiene:
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A
sen, _\/sen( p—b)sen(p-c)

tg— =
2 senpsen(p—a)

A
CoSs

Estas formulas permiten calcular los angulos de un triangulo esférico, conocidos los tres
lados o bien el perimetro y dos lados. Este caso puede resolverse mas facilmente mediante
el teorema del coseno (antes tenia el inconveniente de ser poco apto para el calculo
logaritmico).

Ejemplo.

En un triangulo isésceles los lados miden b=c=60°; a=90°. Calcular A, By C.

senAz\/SGn(p_b)sen(p_c) ya+b+c=2p

senb senc

= sené _sen(p—607) _sendS _ \F = A_ arcsen\F = A =109°2816"".
2 sen60° sen60° 3 2 3

SenB _ SeNA . enB = senC = 0.8164971
senb  sena
por tanto,
C = B =54°44'08"

y los &ngulos pedidos miden
C=B=54°44'08".; A=109°2816"
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Analogias de Gauss-Delambre

A+B

Sustituyendo en cos( )= cos?cos?—sen?sens, las formulas de los angulos mitad

para los angulos

cos[A + Bj B \/senp sen(p—a) [senpsen(p—b) \/sen(p —b)sen(p—c) [sen(p—a)sen(p—c) _
senb senc sena senc senb senc sena senc

_ senp \/sen(p —a)sen(p—b) sen(p-c) \/sen(p —a)sen(p—b)
senc sena senb senc sena senb B

C
SEI’IE
_ \/sen(p —a)sen(p—b) ('senp sen(p - c)) - cos[A + B) _con (5P - sen(p—c) |
sena senb senc senc 2 2 senc
Con lo que
A+B 2p-c__ ¢ a+b
cos(——) 2C0S———sen—  C0S———
2 :SEHD—SEH(D—C) _ 2 2 _ 2
sen ¢ sen(2 E) 2sen EcosE cosE
2 2 2 2 2
A+B a+b
cos COS——
_ 2
C c
sen— COS—
2 2
De forma analoga se obtienen:
A+B a-b A-B a+b A-B a-b
sen coS coS sen sen sen——
2 _ 2 2 _ 2 2 _ 2
C c C c C c
CoS— CoS— sen— sen— COS— sen—
2 2 2 2 2 2
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Analogias de Neper

Calculemos tg AJZF B :

a-b
cos———
cos—
sen " tB oo 2 osd P
g AtB_ 2__ 2 =2 &
9 T AfB~__a+b a+b 2
cos cos——— cos———
2 C
. senE
cos—
por tanto,
(:osa;b
g = aibcotA;B
cos———
2
De forma analoga se obtienen:
sen 2D
th— aibcotA;B
sen-——-
2
y para el lado c:
SenA+B COSA+B
a-b 2 a+b
tg - = £-tg tg - = £tg
2 senA B 2 cosA B 2

Férmulas que permiten resolver un triangulo esférico conocidos dos lados y el angulo
comprendido, 6 bien dos elementos y el opuesto a uno de ellos, usando previamente el

: n A-B a-b = a+b
teorema del seno y teniendo en cuenta que —— < , ——<— Yyque O0< :
2 2 2 2 2
A+B
<
2
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2.8 Distancia esférica entre dos puntos

Dadas las coordenadas geograficas de dos lugares, hallar la distancia esférica que los
separa.

Sean Ay B los dos lugares cuyas coordenadas geogréaficas son:

Latitud = CA
Punto A . ;
Longitud =0C

Latitud = DB

Punto B i
Longitud =0D

Suponiendo el ciclo PGP’ el meridiano origen de longitudes, la diferencia OD —OC =CD es
la medida del angulo P en el triangulo esferico APB.

Por tanto, en el triangulo esférico APB se conocen los lados PA=90°- CA, PB=90°- DBy el
angulo P. La distancia esférica queda determinada por el lado AB del tridngulo APB.
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Ejemplo.

Calcular la distancia entre los puntos A y B situados sobre la superficie terrestre, siendo las
longitudes y latitudes geograficas de A y B las siguientes:

Longitud de A = 4°55'10" Oeste.
Longitud de B = 12°10' Este.
Latitud de A = 44°36' Norte.
Latitud de B = 40°10'20" Norte.

Sean P y P' los polos norte y sur respectivamente. El ciclo EDF el ecuador. Los ciclos DAP y
FBP los meridianos respectivos de Ay B.

La medida del arco DF o lo que es lo mismo el &ngulo esférico en P, serd la suma de
las longitudes.

El arco AP que llamaremos lado b del tridngulo esférico APB, es el angulo complementario
del arco DA.
El arco BP que llamaremos lado a del tridngulo esférico APB, es el angulo complementario

del arco FB.

Se pide calcular el arco AB = p, de un triangulo esférico del que conocemos el lado a = 49°
49'40", el lado b = 45°24' y el angulo P = 16°15'10".

cosp = cosacosb +senasenbcosP = 0.9752724
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p = arccos(0.9752724) = 12°46'05".

Suponiendo la Tierra perfectamente esférica con radio 6373 m la distancia sera de 1418.5 km.

Ejercicios propuestos

4.- Calcular el area, el exceso y defecto esférico del tridngulo esférico:
A=40°30" ; B=109°20" ; ¢ = 120°10" siendo el radio r = 40 m.

Solucion: S = 1760.6881 m2; ¢ = 63°03"; & = 80°24'31"

5.- Resolver los triangulos esféricos siguientes conocidos los tres lados:
a) a=60°00"31"; b =137°20°40"; c =116°00"32"
b) a = 56°22"; b = 65°54"; c =78°27".
) a = 273591 02:% b = 41°05°06"; ¢ = 60°22°25"

Solucion: a) A=73°03'58"; B =131°32"45"; C =96°56"15"
b) A=58°08"13"; B = 68°3657"; C =91°57"21”
c) A=26°40"19"; B=38°57"12"; C =123%°44"19"

6.- Resolver los triangulos esféricos siguientes conocidos dos lados y el

comprendido.

a)a=73°58'58" b =238°4500"; C = 46°33 41"
b) a = b = 78°23°03"; C = 118° 54°04"
C) a=64°2403"; b =42°30"10"; C = 58°40'52"
Solucién:  a) A =116°09°10"; B = 35°46°12"; ¢ = 51°02°04"
b) A =B =71°09'46"; ¢ = 115°02°04"
c) A = 93°59°09"; B = 48°21°42"; ¢ = 50°33°38"

7.- Resolver los triangulos esféricos siguientes conocidos los tres vértices:
a) A=70: 00255 B =315 1015 C =94°50753"
b) A=54°41"10"; B =67°3645" C = 75° 34'59"
c) A=58°08°00"; B =68°3600"; @ =190 12A00S
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Solucion: a)a=57°59"37"; b=137°12'51"; c=115°57"16"
b) a=41°17"19"; b =48°23"28"; c =51°33710"
c)a=56°23"38"; b=65°55"53" c=78°32"11"

8.- Resolver los triangulos esféricos conocidos dos angulos y el lado comun:
A)/A= s 558 B = RS 20126 G= B 124055
b) B =71°09°46"; C=118°54"04"; a=78°2303"
6) A = 110851 508 hi= 137 02150 @ =147 L2565

Solucion: a)a=>58°2308"; b=137°24"18", C =95°32721"
b) A=71°0946"; b=78°2302" c =115°02°04"
c) B=131°52"33"; c¢=150°35728"; a=58°46"22"

9.- Resolver los triangulos esféricos siguientes conocidos dos lados y un angulo opuesto:

a) a =58°46"22"; b= 137020508 B=lsls 52835

b) b =37° 47", ¢ =103°02; B=24°25

c) a=30°53; b=31°09; A=87°34

d)ia="80226128 ¢ =158 30; 36 A =72°24'24"
Solucion: a) Existen dos soluciones:

A1 =69°08°09"; c1= 141° 31713"; C, =137°09°38"

A, =110°51'51"; ¢, =150°3528"; C,=147°3256"

b) Existen dos soluciones:

A1 =151°16"; a;= 134° 33", Cy = 41° 05°

A, =54°46"; a, =73°56"; C,=138°55

c) No existe ningun tridngulo esférico que se adapte a los datos de partida.
d) b =76°40'08"; C =119°15'32" B = 109° 50' 44"

10.- Resolver los triangulos esféricos siguientes conocidos dos angulos y un lado opuesto:
a) A= 110 216528 B =312 101061 lp =187 26158
bjl@ = 42=i28 e R =832 85 o) = P R

Solucién: a) Existen dos soluciones
€1 = 151°54719"; a;=57°23728"; C, = 148°23730"
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Cy = 63°32°26"; ay;=122°36°32"; C, =85°06"11"
b) A=110°51"33", a=74°42°07"; c =40°36713"

11.- Calcular los angulos de un triangulo esférico equilatero de lado 33°19" 22"

Solucidn: A=B=C=62°55"16"

12.- Determinar los angulos A y B de un triangulo esférico conocida su diferencia
B— A =32°4" y los lados opuestos a = 67°25"35" y b = 143°44°46"

Solucion: A =111°04" 00"; B =143°18" 00"

13.- En un triangulo esferico se verifica que a + b = w. Calcular el arco de ciclo que es la
mediana correspondiente al lado c.

Solucioén: m = 90°

14.- Demostrar que en un triangulo esférico equilatero se verifica:
a) secCA-seca=1
cosa
1+cosa

C) 2cos (%) sen (gj —

15.- De un triangulo esférico trazado en una superficie esférica cuyo radio es 10 dm. se
conocen : A=71°20"; B =119°25"; C=60°45". Se pide:
a) Resolver el triangulo
b) Hallar su area
c) Hallar el volumen de la piramide esférica cuyo vértice es el centro de la esfera 'y
su base el triangulo dado

b) cosA=

Solucion: a)a=83°57"; b=113°53"; ¢ =66°19"
b) S = 124.79 dm?2
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c) V = 415.96 dm3
16.- En todo triangulo isosceles, se verifican las relaciones:

a) senzzsenb-sen': b) cosb:cotB-cot':

C) tggztgb-cosB d) cos'::cos;senB
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CAPITULO TERCERO:

Triangulos esfericos rectangulos y

rectilateros
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3.4 Triangulos esfericos rectilateros. Resolucion

3.5 Ejercicios propuestos

U. D. de Matematicas. ETSI en Topografia, Geodesia y Cartografia

35

36

37

39

42



%;g’. ., , . , . L
A Triangulos esféricos rectangulos y rectilateros.

Triangulos rectangulos

Habiamos definido el triangulo esférico rectdngulo como aquél que tiene uno o mas
angulos rectos.

Proposicion. Para hallar las formulas relativas a los tridngulos rectangulos basta sustituir
un angulo por 90° en las férmulas generales obtenidas anteriormente. Sea el angulo recto
A, entonces, senA =1, cosA=0, y los diversos grupos de formulas se reducen a las
siguientes :

[I] {cosa=coshcosc }

] {(1) senb:senasenB}

(2) senc =senasenC

(1) tgb =tgacosC
[III] (2) tgc=tgacosB
(3) tgb=senctgB
(4) tgc =senbtgC

(1) cosa=cotBcotC
[IV] <{(2) cosB =cosbsenC
(3) cosC =coscsenB

Regla de Neper de los elementos circulares

Las formulas anteriores pueden recordarse mediante la regla enunciada por Neper (fig 14):

Puestos los elementos del tridngulo esférico en los vértices de un pentdgono y en el orden
que indica la figura, el coseno de cada vértice es igual al producto:

a) De los senos de los vértices opuestos.
b) De las cotangentes de los vértices adyacentes.

(Recuérdese la consonancia de las palabras en cada frase.)

a

A=90°

90°-c 90°-b
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Se relacionan a, b y B mediante la ecuacion:

c0s(90° —b) = senb = sena senB
Se relacionan b, ¢ y C mediante la ecuacion:

cos(90° —b) = senb = cot(90° —c) cot C =tgc cotC
Propiedades de los triangulos esféricos rectangulos

En todo triangulo esférico rectangulo, un cateto y su angulo opuesto son
ambos agudos 0 ambos obtusos.

En las formulas del grupo 111, tgb =senctgB y tgc =senb tgC tenemos los factores senc
y senb, siempre positivos; luego tgb y tgc han de tener siempre el mismo signo que tgB
y tgC, respectivamente.

En todo triangulo rectangulo, o los tres lados son menores de 90°, 0 uno
tan solo de ellos cumple con esa condicion.

Si la hipotenusa a es aguda, serd cosa >0; y esto segin la formula cosa =cosbcosc se
cosb >0 6 cosb<0
cosc>0 cosc<0

verifica si }; por tanto, los tres lados son agudos o s6lo lo es uno de

ellos.

Si la hipotenusa a es obtusa, serd cosa <0; y por la misma razon que en el caso anterior,
cosb>0| , cosb<0 i

; por tanto, s6lo uno de ellos es agudo.
cosc<0 cosc>0

En todo tridngulo esférico rectangulo, la hipotenusa es menor o mayor
que 90°, segun que los dos catetos sean de la misma o de distinta
especie, respectivamente.

Es consecuencia inmediata de la proposicion anterior.

U. D. de Matematicas. ETSI en Topografia, Geodesia y Cartografia



Tridngulos esféricos rectangulos y rectilateros.

Resolucion de triangulos rectangulos

Son seis los casos de resolucion:
Primer caso.- Conocidos los catetosb y c
Utilizando las formulas 1, 11.3, 111.4, sale

cosa =cosbcosc ; th:E ; th:tgic
senc senb

Segundo caso.- Conocida la hipotenusa a, y un cateto b

Utilizando las formulas I, 11.1, y I11.1, se tiene
cosc:% ; senB:ﬂ ; cosC:@
cosb sena tga

Para que la solucién exista es necesario que |cosa| <|cosb

, puesto que cosc ha de estar

entre -1 y 1. Cumplida esta condicién la solucion es Unica puesto que de los dos valores
suministrados por senB, hay que elegir el valor que verifique la propiedad "a mayor lado

se opone mayor angulo "; es decir, hay que elegir el B agudo si b<a 0 el B obtuso si b>a.

Tercer caso.- Conocido un cateto b, y su angulo opuesto B
Utilizando las férmulas 11.1, 111.3,y IV.2, se deduce

senb tgh cosB
sena=——; senc=——; senC=——
senB tgB cosb
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Este es un caso ambiguo, para que exista solucion es necesario que senb <senB.

Verificada la condicién anterior, si existe un triangulo solucion, el adyacente a él por el

lado b, también satisface los datos de partida.

Cuarto caso.- Conocido un cateto b y el angulo adyacente C

Utilizando las férmulas I, 111.4, y IV.2 se obtiene

tgb
cosC

tga = ; tgc =senb tgC ; cosB = cosbsenC

La solucion es siempre Unica.

Quinto caso.- Conocida la hipotenusa a, y un angulo B
Utilizando las férmulas 11.1, 111.2, V.1, se tiene

cotB
senb =senasenB ; tgc =tgacosB ; tgC=——
cosa

El problema siempre tiene solucién y es Unica.
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Sexto caso.- Conocidos los &ngulos By C

Utilizando las férmulas IV.1, IV.2, IV.3, sale

cosa=cotBcotC ; cosbh = cosB ; COSC = cosC
senC senB
Ejemplo.
Resolver el triangulo esférico rectangulo siendo:
a=50°30"30" y b=40"1010"
cosa . "
cosc = “osb " 0.8322634 , de donde se deduce que ¢ =33°40'05
cos
A 56°42'21"
senB = Si:a =0.8358636, de donde se deducen los valores B =10
123°17'39"

De los dos valores que pueden tomarse para B, uno agudo y otro obtuso, solo es valido el
primero, pues al ser a > b también ha de ser A=90°> B ; luego B = 56°42"21"

cosC= :gg =0.6956588, por tanto C =45°5513"

Triangulos esféricos rectilateros

Un triangulo esfeérico es rectilatero si uno de sus lados es un cuadrante (a = 90°).
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Proposicion

Si el lado recto es a, sena=1cosa=0, y los diversos grupos de férmulas para los
triangulos esféricos en general se reducen a las férmulas siguientes:

() tgB=-tgAcosc
(2) tgC=-tgAcosb
(3) tgB=senCtgb
(4) tgC=senBtgc

(1) cosA=-cotbcotc
[I’] 4(2) cosb=cosBsenc [y
(3) cosc=cosCsenb

[11] {(l) senB:senAsenb} [IV’] {cosA=-cosBcosC}

(2) senC=senAsenc

Resolucidn de tridngulos rectilateros

Las formulas anteriores nos permiten resolver los tridngulos rectilateros. También se
pueden resolver reduciéndolos a los casos de triangulos rectangulos, pues si a = 90°, su
triangulo polar ApBpCp es rectangulo en Ap. Resuelto el polar, se determina el triangulo

dado hallando los suplementos de los angulos y lados de ApBpCp.
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Ejemplo.

Resolver el triangulo esférico a=90°, A=36°25'08", ¢c=102° y calcular la superficie que
ocupa él y su triangulo polar sobre una esfera de radiol.

C,=180"—c=78"; a,=180"—-A=14334%52";

dp

B, A=90° Cp

90°-c, 90°-b,

cosa, = cotCp cot Bp

por tanto

1 1
tgC, cosa,

9B, =0.2125565(-12427020) = - 0.26414 = B, =165"1213" =

b=180°" —-165°1213"=14°47'47"
cos(90° —c,) =senc, =sena senC,
por tanto

35°30'02"=c,
senc,=0.5936842-09781476=0.5807107 luego c, =
144°29'58"

la solucion lado obtuso, no es valida, ya que C, <A, = ¢, <a,;y su angulo suplementario

es el vértice C buscado; C =180° — ¢, = C=144°29'58"
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8°31'43"

cos(90° —b ) =senb, =sena senB, =0.1483047 = b, = ; de los dos angulos
171°2817"

uno agudo y otro obtuso, s6lo es valido el valor obtuso pues Bp>Ap = bp>ap; por tanto,

bp=171°28'17", siendo el vértice B el angulo suplementario del bp = B =8°31'43"

La superficie del tridngulo mas la de su tridngulo polar es

2

r’n r’n
= A+B+C-180°)+ A +B +C —-180°)=
180°( ) 180°( P P P )
r’n r’n

(A+B+C+A +B, +C, —360")= — (36.2443) = 0.6325

180° 180°

Ejercicios propuestos

17.- Resolver los siguientes tridngulos esféricos rectangulos, conocidos dos catetos.
a) A=90°; b=c=59°52" 00"
b) A=90°;, b=42°10"00"; c=65°42" 00"
c) A=90°; b=153" 52" 421 c=111°49" 32"

Solucion: a)a=75°24"11"; B=C=63°20"33".
b)a=72°14"28"; B=44°49"11", C=73°08"17"
c)a=70°29"59"; B=152°09"21"; C=100°

18.- Resolver los siguientes triangulos esféricos, conocidos la hipotenusa y un cateto.

a) A=90°; AR U 1127 c =900

b) A=90°; a=psePyEli0 b=40° 15" 12"

c) A=90°; A= 73 e 1E o= 519 52 Q1)
Solucion: a)b=14°40"42"; B=16°59"31"; C=281°20"39"
b) c=37°00"44"; B=54°35"12", C=49°23"59"

€)c=159°52"00"; B=C=63°20"33"
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19.- Resolver los siguientes tridngulos rectangulos, conocidos un cateto y su angulo

opuesto.
a) A=90°% b=34°4023"; IBj = v Slo) 2
b) A=90° b=42°10'00"; B=44°49"11"
c) A=90° c=128°33" =1 59
Solucion: En estos casos existen dos triangulos adyacentes solucion:
a) a] =45°2809"; c1 =31°29" 25", C1=47°07"02”
ap =134°31" 51"; cp = 148°30°35"; Cy=132°52"58”
b) a] =72°14" 27", c1 =65°41'59"; C1 =73°08'16”
ap =107° 45" 33"; cy)=114°18" 01"; Cr =106°51"44”
C) a] = 125°337; b1 =21°04; By =26°15
ap =54°26; by = 158° 567; By =153°48’

20.- Resolver los siguientes triangulos rectangulos, conocidos los angulos.
a) A=90°; B=31°42" 53"; C=282°14" 00"
b) A=90°;, B =56°42" 21", @ =45 55 13"

Solucion: a) a=77°14"57"; b=30°50"44"; c=75°06"12"
b) a=50°30"29"; b=40°10"10"; ¢ =30°40" 05"

21.- Resolver los siguientes triangulos rectangulos, conocida la hipotenusa a y un angulo.

a) A =90° ar= [0 20t 10 By 04s
b) A =90°; a1 = 0 2l € = o=
Solucion: a) C=102°49"24"; b=35°05"01"; c=111°36"21"

b) B=152°09" 18"; b=153°52"42"; c=111°49"32"

22.- Calcular los catetos de un tridangulo rectdngulo sabiendo que la hipotenusa es a = 80°

y la suma de los catetos vale 100°.

Solucion: b=79°18" 08"; c=20°41"52"
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23.- Demostrar que en un triangulo esférico rectangulo siendo el angulo recto A=90° . Se
cumple:

a) cos® C sen’a =sen(c+a) sen(a—c)
b) tga cosc=senb cotB

c) sen(a—b)=2sen? %cos b sena

24.- Un barco que parte del punto A (latitud 36°50" N. y longitud 76°20' O.) y que navega a
lo largo de una circunferencia maxima, corta al Ecuador en un punto cuya longitud es 50°
O. Encontrar el rumbo inicial y la distancia recorrida.

Solucién: d =4907.31 km Rumbo = 140° 27" 22"

25.- Resolver los triangulos esféricos

a) a=90° b=57°14' 20" c=54°07'37"

b) a=90° b=148°17'07";  c=97°46'00"

c) a=90° A =57°54'13"; B = 29°54'32"

d) c=90°% A =32°53 04"; B = 115°24'05"

e) c=90° a=60°34'05"; B = 122°18'05"

Solucién:  a) A=117°43'58"; B = 48°06 06"; C= 45°49'35"

b) A=102°4503": B=149°09'16";  C=104°53 47"
c) b =36°0324";  c=111°0856"; C = 127°48'20"
d)a=35°35'34"; b =75°32'33"; C =112°06'51"
e) b =117°44"12"; A = 42°50°07"; C =66°55"47"

U. D. de Matemaéticas. ETSI en Topografia, Geodesia y Cartografia



&"-" Problemas resueltos.

fus ¢

CAPITULO CUARTO:

Problemas
4.1 Problemas resueltos 46
4.2 Problemas propuestos 52
4.3 Soluciones 57

U. D. de Matematicas. ETSI en Topografia, Geodesia y Cartografia



Lﬁm_l Problemas resueltos.

Problemas resueltos

1.- Resolver los triangulos esféricos rectangulos (A=90°), con los datos siguientes:

alil=02& o0 c=83°08"56""
bjfa=1485211 585 =1 6L 03158
c) b=38°17"46""; B=52°38734""

Solucién:

a) cosa=cosbcosc=0.1192107 = a=83°09’12"’

1gB =9 _ 00366728 = B=02°06"01"
senc

_tge

tgC= 2" = 2287387658 = C=89°44’58"’
senb
b) cosc=""2 _ 08235809 = ¢=34°33'34""
cosh
tgb _ I
cosC = -2~ = 0.3089847 = C=72°00"07
tga
senb
B=""" _ 0375267
= ena 03752673( _ . 157057'33"
B>A
51°13'46"
¢) sena= "2 _ 0779660 =
senB 128°4614"
tgh 37°0413"
senc=——=0.6027941 = c=
tgB 142°55'47"
50°3815"
senc =B _ 07731488 = C =
cosb 129°21'45"

Sia;=51°13’46"" = ¢, = 37°04’13"’ por ser b y a; agudos. Por ser c¢; <a; es C;=50°38’15"".

Si a,=128°46’14"" = ¢,=142°55’47"" por ser b agudo y a, obtuso.Como c; es agudo también
loes C,, C,=129°21°45"",
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2.- Resolver el triangulo esférico isdsceles de lados: a=53°34°18"", b = ¢ =47°11’22"".

Solucién:

De la formula del coseno para los lados, cosa = cosbcosc+senbsenccosA, y siendo los
lados b y ¢ iguales se tiene:

cosa—cos’ b
sen’b

[1]

cosa=cos’b+sen’bcosA = CosA =

cosb—cosacosb _ (L-cosa)cosb
senasenb senasenb

[2]

De forma analoga, cosB = cosC =

Sustituyendo cosa=0.59381684, cosb=0.67957646, sena=0.80460024 y senb=0.73360468 en
las formulas [1] y [2] se tiene:

cosA=0.24525939 = A=75° 48’ 10"’ cosB=0.46764682 = B=C=62° 07’ 06’

3.- Calcular los lados de un tridngulo esférico conocidos los tres angulos:
A=54241:10°": B=67°36 45 €=75° 34:59""

Solucién:

De la formula de los cosenos para los angulos

. cosA+cosBcosC
cosA =—cosBcosC +senBsenAcosa se obtiene, cosa = [1]
senBsenC
y de manera analoga se obtienen:
cosB+cosAcosC cosC+cosAcosB
cosb = , coscC = [2]
senAsenC senAsenB

Sustituyendo cosA=0.578055,  cosB=0.380868,  c0sC=0.248976,  senA=0.380868,
senB=0.924629, senC=0.968509, en [1] y [2] se tiene:

c0sa=0.751394 — a=41°17'19"". cosb=0.664038 — h=48°23’29’". co0sc=0.621792 —
c=51°33"10""
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4.- Calcular A con los datos siguientes:
a=74°16’00"’; b =41°41°00""; ¢ =30°00°00”’

Solucién:

cosa—cosbcosc —0.375614
senbsenc 0.332506

COSA = =-1.129643, resultado absurdo.

No existe un triangulo esférico para los datos anteriores, y ello es debido a no verificarse:

c > a-b =32°35’

5.-De un triangulo esférico se sabe:

a+b+c=141°14'01"
b—a=07°06'10" ,calcular A, By C.
¢—a -101551:

Solucién:

Resolviendo el sistema de ecuaciones lineales se tiene a=41°17’20"" bh=48°23’30"’
c=51°33"11"".

cosa =0.7539211, sena=0.65985596
Por tanto, <cosb=0.66403497, senb=0.74770152 }; sustituyendo en la férmula del coseno
c0sc=0.62178968, senc=0.78318427

para los lados, se tiene:

cosA=0.58237356=A=54°22"56""
cosB=0.37782283=B=54°22"56""
c0sC=0.24557310=C=75°47°03"’
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6.- Conocidos los lados a=43°46’28"", ¢=60°15’07"" y el angulo A=51°28’21"" de un
triangulo esférico, obtener los restantes elementos.

Solucion:
. . . senC senA
El angulo C puede ser calculado mediante la formula de Bessel ——=-—"—
senc  sena
senC = %senc = MOBGS&%S =0.981775; resultando dos posibles valores para
sena 0.69182118

el angulo C:
C1=79°02’40"", y C,=180°-C;=100°57"20""

A+C

2 a+c . _
A—Ctg 5 se obtienen:

cos
Utilizando las analogia de Neper tg— =

COos

Para el caso Cq, tg b21 =055134911 = b1=57°4425""

Para el caso C,, tg bzz =055134911 = b,=37°08’37"’

De la analogia tg— = cot A ; ¢ se obtienen los valores de B; y Bo.

Parael casob;, C; tg 821 =0.74100302 = B, = 73°04'37"
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Parael caso b, , C; tg 822 =0.39454162 = B, = 43°03'45"

Existen dos posibles triangulos esféricos solucion como se indica en la figura.

7.- Resolver el tridngulo esférico conociendo el lado a=120°10’00",la altura h=42°15’00""

y la mediana m=62°10’00"" que parten del vértice A.

Solucion:
Del triangulo rectangulo HAM conocemos el angulo H=90°, y los lados m y h; que nos

permite calcular el lado HM,

0
cosm _ 0466901 _ 0630761

K_JH
cosm = coshcosHM +senhsenHMcosH = cosHM = =
4 cosh  0.740218

= HM=50°53"37"’
Del triangulo rectangulo HAC conocemos H=90° y h=42°15’; hallamos el lado HC, y los

angulosCy C’.

0

a ——
HC =—-+HM =110°5837" = cosh = coshcosHC +senhsenHCcosH =
0

= cosb =0.740218( - 0.357992) = —0.264992 = b=105°21"59""

1

—

senC _ senH por tanto senC= SE:E =0.697295 = C=44°12’37"" puesto que la solucion
s

135°47°23" no es valida, ya que, en un triangulo rectangulo, un cateto y su angulo opuesto

senh  senb

son ambos agudos 0 ambos obtusos.
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1

—
senc = senH por tanto senC'= senHC =0.968341 = C’=104°27°22’ por la misma razon
senHC  senb senb

que el caso anterior.

Del triangulo rectangulo HAB conocemos H=90° y h=42°15; hallamos los lados BH , c y el
angulo B’.

0

a ——
BH = . HM =09°1123". cosc = coshcosBH +senhsenBHcosH =

0

= cosc =0.7402180-0987165=0.730717 = c=43°03’12"’

1

—
ﬂ:ﬂ por tanto senB:ﬂ=0.984896 — B=80°01"45"" puesto que, el lado h es
senh  senc senc

agudo su angulo opuesto B también lo sera.

1
——

senB' senH ._senBH
= por tanto senB'=

senBH  senc senc
que el caso anterior.

=0.233937 = B’=13°31’44"" por la misma razén

La solucion del triangulo pedido es:

a=120°10’, h=105°21"59"’, c=43°03’12"
A=B’+C’=117°59’6"", B=80°01"45"", C=44°1237"
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Problemas propuestos

1.-Conocidos a, b y ¢ hallar los angulos del triangulo:
a=76°35’36"’, b=50°10’30"", c=40°00"10""

2.-Dados los siguientes elementos, resolver el triangulo:
a=100°00’00"", b=50°00"00"", c=60°00’00""

3.-Con los siguientes datos, calcular los demas elementos. a=b=63°14"24"", ¢=37°04"13"".
4.-Resolver el triangulo equilatero de lados a=b=c=67°32"08"".

5.-Resolver un tridngulo con los datos siguientes:
a=39°27’42"’, b=71°13"15"’, c=54°02’02"’

6.-Calcular los tres angulos de un triangulo, con los datos que siguen:
a=53°34"18"", b=c=47°11"22"’

7.-Calcular los tres lados de un tridnguloesférico con los datos que siguen:
A=54°41"10"", B=67°36"45"", C=75°34’59"".

8.-Con los tres angulos que siguen, calcular los tres lados:
A=161°08’00"", B=15°35’00"", C=09°38"00""

9.- Con los siguentes datos, calcular los tres lados del tridngulo:
A=B=52°14’24"", C=82°12"03""’

10.- Calcular los tres lados conocidos los tres angulos A=B=C=73°57"02"".

11.- Con los datos que siguen, calcular los tres lados:
A=67°0’0"’, B=82°0"0"", C=88°0"0""

12.- Con los elementos que siguen, resolver el triangulo:
A=89°08’0"", B=76°40’42’", C=53°16"24"’

13.-Dados los siguientes elementos, resolver el triangulo:
a=76°35’36"", b=50°10’30"", C=34°15’02""’

14.-Resolver un triangulo con los datos siguientes:
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a=53°24’00"", b=42°36"10"", C=82°00"30"’

15.- Con los elementos que siguen, resolver el triangulo:
a=69°03’13"’, ¢=18°54’08"", B=82°14’07"’

16.-Dados los siguientes elementos, resolver el triangulo:
a=72°14’10"’, b=37°42’50"", C=59°32°00"’

17.-Resolver un triangulo con los datos que siguen:
b=74°32°14"", c=57°, A=57°

18.-Resolver un tridngulo con los datos siguientes:
b=111°01"00"", c=22°02’02"", A=36°5407""

19.- Con los datos que siguen, resolver el triangulo:
A=80°5422"", B=73°42"18"’, c=38°14’10""

20-Resolver un triangulo con los datos que siguen:
A=82°0’0"’, B=56°0"0"", c=34°0"0"’

21.- Con los elementos que se dan a continuacion, resolver el triangulo:

a=38°0’0"", B=65°0’0"", C=27°0’0"’

22.- Calcular el exceso y defecto esférico del triangulo:
a=64°31’46"", B=82°08"16"", C=24°36’52""

23.-Dados los siguientes elementos, resolver el triangulo:
a=12°46’32"’, B=76°03’03"", C=31°04"17"’

24.-Resolver el triangulo:
A=121°36’19"’, B=42°15"15"", ¢=40°00"10""

25.- Con los elementos que se dan a continuacion, resolver el triangulo:

a=42°42’12"’, b=65°360"", A=37°450""

26.-Resolver el triangulo:
a=76°35’36"", b=50°10’36"", A=121°36"19"’

27.-Resolver el triangulo: A=100°, b=85°, a=80°
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28.- Siendo conocidos los elementos que siguen, resolver el triangulo:
a=132°36’00"", b=96°54"00"", A=144°43°00""

29.- Con los datos que siguen, resolver el triangulo:
a=76°42’12"", b=74°14"35"", A=82°41’40"’

30.- Con los elementos del tridngulo que se dan a continuacidn, estudiar las soluciones:
a=70°30’10"’, b=100°, A=120°

31.-Resolver un triangulo con los datos siguientes:
b=B=46°52"30"", c=84°14"40"’

32.-Resolver el tridngulo: A=121°35"36"’, b=50°10"36"", a=76°35"36""

33.- Con los elementos que se dan a continuacion, resolver el triangulo:
A=161°16"32"’, B=126°57"15"", a=163°17"55""

34.- Con los datos que siguen, resolver el triangulo:
b=52°46"13"", A=38°11’23"", B=82°14’46"’

35.-Resolver un triangulo con los datos siguientes:
b=114°31"18"’, B=119°42°34"’, C=72°03’16"’

36.-Resolver un triangulo con los datos siguientes:
A=112°24°32"", B=61°12’40"" , a=72°36"24"’

37.- Resolver los triangulos rectangulos (A=90°) siguientes:
a) a=83°09°12"’, c=83°08"56"’ b) b=167°03"38"", B=157°57"33"’
c) b=38°17°46"",C=50°38"15"" d) c=73°18’36"" , C=136°51"13"’

38.- Con los datos que siguen, resolver los triangulos rectangulos (A=90°):
a) b=02°05’07"", B=02°06’01""’ b) c=34°33’34"’, B=157°57°33"
c) a=51°13’46"’,B =52°38°34"’ d) B =32°3834"’, C =42°18’14”’

39.- Con los elementos que siguen, resolver los triangulos rectangulos A=90°.
a) c=83°08’56’’, B=02°06"01"" b) a=143°21’58"’, C=72°00°07"’
c) B=52°38’34"",C =50°38’15""
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40.- Resolver los triangulos rectangulos con los datos siguientes: (A=90°)
a) c=83°09°12’’, C=89°44’58"’ b) B=157°57"33"’, C=72°00’07""
c) b=38°17°46"",c =37°04’13"’

41.- Calcular el area del triangulo esférico a=b=c=67°32’08"" y r=2375 km. (radio
aproximado de Mercurio).

42.-Calcular, en kilometros, la longitud del lado ¢ de un triangulo esférico siendo
C=72°24’52"", A=80°54’31"" , a=54°32’24"" y r=1736,6 km (radio de la Luna).

43.- Calcular la distancia en km. entre Madrid y Méalaga, siendo las coordenadas de Madrid
longitud 0° y latitud 40°24°30°" Norte, y las de Méalaga 49°55’” Oeste y 36°43°13” Norte.
(r=6366)

44.-Las coordenadas geograficas de Murcia son: longitud 2°33°33’’E, latitud 37°59°03"’N
y las de Granada 5’15’E y 37°10°37”’N respectivamente. Calcular en Km. la distancia
esférica entre esas dos capitales, suponiendo el radio terrestre 6366 km. (Meridiano inicial
es el de Greenwich).

45.- Los cuatro vértices de un cuadrilatero esférico corresponden a Bilbao, Valencia,
Sevilla, Céceres. Las coordenadas geogréaficas de éstas capitales son:
Longitud Latitud
Bilbao 45’49 E 43°15°26° N
Valencia  3°18’42’ E  39°28°30"" N
Sevilla 2°18°’187 O 37°23’10”’ N
Céceres 2°41’ O 39°28°22" N

Calcular las distancias siguientes:
1° Entre Bilbao y Valencia. 2° Entre Bilbao y Sevilla. 3° Entre Bilbao y Caceres. 4° Entre
Valencia y Sevilla. 5° Entre Valencia y Caceres. 6° Entre Sevilla y Caceres.

46.- En cada uno de los ejercicios debe razonarse en primer lugar si puede o no existir al
menos un triangulo esférico con los elementos del enunciado. En caso afirmativo, calcular
los elementos restantes.

a) a=290° , A =36°25°08" , c=102°

b) a=63°25"36", b =78°14"15", A =40°09°53"
C) a=>57°59" 36", B =131°10" 15", C =94°50"53"
d) a=100° , b =50°, c=60°
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e) a=132°09"32", b = 56°20°05", B = 94° 58"

f) a=42°42"12", A =37°4500", b = 65°36°00"
9) a=103°21", c=71°32, C=77°12

h) a=57°36"00", A =104°25700", b =31°14°00"
) a=76°58"55", c=112°21"15", C =100°33°60"
1)) C =118°43°30", B =100°21"15", ¢ =132°20°53"
k) B = 47°54"10", C =132°10"50", b =104°33°53"
) b = 72°00"36", c = 88°14715", B = 66°32°57"
m) a=112°42"36", b =76°44"15", A=90°

n) c =90°, b =111°22"00", B =90°

A) a=90°, A =27°3315", c =100°

0) a=77°15 10", A=67°, b =102°

p) a=238°, c=72°, A=T77°

47.- Sobre una esfera de radio unidad, el area de un triangulo esférico coincide con el area
de su triangulo polar. Calcular su perimetro sabiendo que su exceso esférico es de 45°.

48.- Dado el triangulo esférico de la figura:

Calcular los arcos de circunferencia maxima

correspondientes a:

a) Altura sobre el lado c.
b) Bisectriz del angulo C.
c) Mediana sobre el lado c.

A=84°30

€=104°22'

49.- Demostrar que en un tridngulo esférico rectangulo con A =90° se verifica:
1°) tgc cosa = senb cot B
a+c , a-c s b
2

20) tg—— . tg=—— =t
)92 92 g

50.- Demostrar que la bisectriz esférica de un angulo de un triangulo esférico, divide al
lado opuesto en dos arcos, cuyos senos son proporcionales a los senos de los lados

contiguos.

51.- En el tridngulo esférico rectilatero en el que ¢ = 90°, obtener la altura esférica
correspondiente al lado ¢ en funcién de los otros dos lados.
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Soluciones
1.- A=121°36°20"; B=42°15"13"’; C=34°15’02"
2.- A=138°15’45"’; B=31°11"14"’; C=35°49’58""
3.- A=B=80°15"59""; C=41°4241"".
4.- A=B=C=73°57°01"".
5.- A=40°27°55""; B=104°48’45""; C=55°44’14"
6.- A=75°48"10"’; B=C=62°07"06
7.-a=41°17"19"’; b=48°23"29"’; c=51°33"10""
8.- a=85°40’57"’; b=55°56"05""; €=31°03’59""
9.- a=b=27°2329"’; €=35°12"30
10.- a=b=c=67°32°08""
11.- a=66°26'21""; b=80°26"18""; €=84°22’45"’
12.- a=78°41’35’; b=72°36"51"’; c=51°48’58""
13.- A=121°36°21""; B=42°15’13"’; c=40°00’09""
14.- A=67°59’10"; B=51°24"58""; ¢=59°02"30"’
15.- A=79°54"35""; C=1°33'44""; b=70°01"59"’
16.- A=103°23"13""; B=38°40"27""; c=57°32"19"
17.- B=94°24°25"; C=60°10’49’"; a=54°09’55"’
18.- B=145°51"21"", C=13°02’11""; A=36°54"07""
19.- a=58°51"15""; b=56°17"51""; C=45°33’56""
20.- a=43°56’54""; b=35°31°19"’; C=52°5548""
21.- b=33°58"08""; c=16°15"12""; A=92°59’57"’
22.- €=1°42°35"’; 8=209°46°0"".
23.- b=13°19’33"’; c=06°17"10""; A=73°37"11"
24.- a=76°35’36""; b=50°10"31"’; C=34°15’03"
25.- Existen dos soluciones
B, =55°17°377, C; =115°33°58’; ¢, =87°52°37"’
B, =124°42°23""; C, =28°57°32"’; Cp =32°26°12”
26.- B=42°15’18"’; C=34°14’58""; c=40°0003"’
27.- No existe triangulo para los datos conocidos.
28.- Existen dos soluciones
B; =51°10’16""; Cy=35°12°17""; c1 =47°16°45”
B, =128°49°44""; C,=135°04"38""; Cp =115°51°22"’
29.- B=78°47°07"; C=66°01"19""; c=63°41’59"’
30.- No existe triangulo para los datos conocidos.
31.- Existen dos soluciones
A; =84°37°44"", C1=84°14°40"; a3 =84°37°44”’
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Problemas propuestos.

A, =72°31°09"7;
32.- B=42°15’17",
33.- Existen dos soluciones
c1 =146°06°26°";
Cp =54°20’33"’;
34.-  a=29°47°22"’,
35.- Existen dos soluciones

a1 =65°31'13"’;
ap =46°24°38"’;
36.- b=64°46"28"";
37.- a) b=02°05’07"";

b)  a; =36°38°02"";
a, =143°21°'58"";
C) a=51°13’46"";
38- a)  a;=83°09712"";
2,=96°50°48"";
b)  a=143°21’58";
c) b=38°17746"";
39.- a) a=83°09'12"";
b)  b=167°03"38"";
c)  a=51°13'46"";
40.- a)  b=02°05"07"";
b)  a=143°21’58";
c)  a=51°13'46"";
41.- 4120159 km?
42.- 1571.36 km
43.- 416.1 km
44.- 2355 km
45.- 1° 470.8 km
4° 541 km

C, =95°45720";
C=34°15’28"";

b1 =45°40°31’;
b, =134°19°29’";
€ =50°23°04"’;

¢, =85°13"50"";
C2 =94°46'10"";
¢ =17°58"40"";
B=02°06"01"";
C1 =145°26°26"";
C, =34°33'34"";
B =52°38"34"";
€1=83°08'56"";
C,=96°51'04"";
b=167°03'38"";
c=37°04'13"";
b=02°05"07"";
c=34°33'34"";

b =38°17°46"";
c=83°0856"";
b=167°03'38"";
B=52°38"34"";

2°702 km
50514 km

ap =72°31°09”
c=40°0042"’

C1=141°28°17"
C, =114°49°23”
C =73°28°00"’

A1 =60°19°27"’
A, =43°44°35”’
C =17°23’54"’
C=89°44’58""
C1=107°59’53"’
C, =72°00°07"’
€ =37°04’13"’
C1=89°44°58""
C,=90°15’02""
C=72°00’07""
C=50°3815""
C=89°44’58"’
C=72°00°07""
c=37°0412"
B=02°06"01""
€=34°33’34"
C=50°38"15""

3°509.2 km
6°234.1 km
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